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Wigner分布は, 信号を時間一周波数平面上で表現す

るための手段として,最近注目を集めているものである.

本報告ではまず, Wigner分 布と同じ目的で提案されて

いる他の方法との比較検討を行い,そ の特徴を述べる。

つぎに, Wigner分 布の計算方法と干渉項の問題につい

て述べる。応用例としてはI代表的な信号波形に対 して,

auto― Wigner分 布 を適 用 した結 果, また,crOss―

Wigncr分布を用いて時間毎の音響インテンシティスペ

クトルを求める方法について述べる.最後に,自 動車騒

音への適用例 として,ガ ラ音を auto― Wigner分 布を

使って,分析 した例について述べる。

1.は  じ め に

声紋やスペクトログラムなどのように,複雑な時間波

形を持つ信号を,時間軸と周波数軸とからなる2次元平

面 (以下, ′―/平面と略す)上で表現することは, 普通

に行われている。これは,信号を時間軸または周波数軸

のみで捉えるのではなく, スペクトルが時間的にどのよ

うに変化するかを調べることにより, より多くの情報が

得られる場合があるからである。 しかしながら,上記の

方法では,周波数分解能を上げようとしてフィルタの帯

域幅を狭 くすると,応答が遅 くなり,時間分解能が低下

するという問題がある.同様に,時間分解能を上げるた

め, FFT分析する際の時間窓を狭 くすると, 周波数分

解能が低下する。このように従来の方法では,日標とす

る分解能を両軸共に実現することが困難な場合がある.

このような状況において最近注目されているのが,

Wigner分布である.Wigner分布は1932年にWigner(1)
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によって量子力学の分野において提唱されたものである.

おおまかに言うと, 信号のエネルギー密度を′―/平面上

で表現する方法であると考えることができる。

Wigner分布は他の同様な表現法と比較 して, 最 も高

い分解能を有すると言われており,近年,Claasenと

Mecklenbrauker。 )③°)に よつて見直され, またJanse

と Kaizer 6)“ )に よリスピーカ特性評価への応用が取 り

上げられた。 また国内においては,Wigner分布の騒音

や楽器音への応用が試みられている (7)(00).こ れらの応

用例 は全て autO― Wigner分 布 であるが,筆者 らは

cr6ss―Wigner分布を音響インテンシティ計illlに応用す

ることを試みている (1°.ま た最近では, Wigner分布

の特徴の一つである干渉項 (後述)を低減する方法も提

案 されて い る (n).Polettiは 周波数掃 引計測法 と

Wigner分布との関連を明らかにし(1の , また,discrete

Vヽigner distributionと discrete ambiguity function

を求める理論的基礎を述べている (1° .こ のように,

Wigner分布の理論およびその解釈, 更に応用に関 して,

現在もなお多くの報告がなされており,その発展が今後

おおいに期待できるものである.

本報告ではまず, 信号を
`―

/平面上で表現する種々の

方法の比較検討を行い, Wigner分 布の特徴を明らかに

する。 また, 具体的に Wigner分布を計算する方法を,

干渉項の発生と関連 して述べる.更に cross―Wigner分

布を音響インテンシティ計測に応用 した結果について述

べる.最後に, 自動車騒音への具体的な応用例として,

デファレンシャルギヤから発生するガラ音を, Wigner

分布を用いて分析 した例について述べる.

2.信号の ′ザ 平面上 における種 々の表現法

2. 1. Spectrogram

信号を
`ザ

平面で表現する方法として, 従来か ら最 も

一般的に用いられているものであり, 時間llltt χ(τ )
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分布による信号の時FEl

の時刻ιの近傍における信号のみを取り出し, その平均

パワースペクトルを時亥lι におけるパワースペクトルと

する方法である。時間窓の関数をω (ι)と すると, 注

目する時刻′において時間窓の重みをつけた関数は

χψ(′, → =χ (ι
tt τ)ω (τ)     (l)

となる̀χ″(4τ)の平均パワースペクトルは

薦月ニルC→ ♂けと昨T0
で与えられる。 ここで Tは時間窓長である。 これをιザ

平面にプロットしたものが spectrogramで ある.

spectrogramの 定義は非常に分か りやす く, また

FFTア ナライザを用いて容易に計算することもできる。

しかし,Tを大きくとると時間分解能が低下し,それを

｀ 小さくすると周波数分解能が低下するという欠点がある。

spectrogramは 信号 の Wigner分 布 と時間窓 の

Wigner分布とのコンポリューションで与えられること

が知られている。

2.2.Page,Levin,お よび Rihaczekの

瞬時パワースペクトル

次に, Page, Levinお よび Rihaczekに より与えら

れた瞬時パワースペクトルの定義について考える.そ れ

らは物理的に理解しやすい仮定をもとに導出されたもの

である (H)。 まず, 信号χ (ι)の時刻
`ま

での部分のエ

ネルギースペクトルを次式で求める。

レ「 ∽ ピ=11∫ の ごげ
“
l ω

これを′で微分することにより,Pageの定義による瞬

｀′
時パワースペクトルが求められる.

ρP C,つ =子 IX「 ∽ 12

=Re[2χ (ι)X「 ∽ υ3/r]
(4)

これが Pageに よって定義された瞬時パワースペクトル

である.こ の定義によれば, 信号 χ (′)の エネルギー

の′―/平面上の分布は, 時刻 ι以前の信号のみにより決

められる.

一方, 信号 χ (τ)の時刻 ι以後のエネルギーを用い

て瞬時パワースペクトルを次式のように定義することも

可能である (Levin).

上記二つの平均をとったものが Rihaczekに よる瞬時

パワースペクトル (実数成分)の定義である.

クR(′,D=レ P(′,つ +pι (′,つ ]/2

=Reレ (ι)X∽ げ4/1]   (6)

ここで,X∽ はχ(ι)の フーリエ変換

(=X「 ∽ +X「 ∽ )

である。(4)～ (6)式に共通していることは,χ (ι)

=0を満たす時刻においては,全ての周波数における分

布がゼロとなることである。これは瞬時パワースペク

トルの定義に,強い制約条件を課していることになる。

ρP(`, つ およびρι (ι,つ の定義は時間に関しては

厳密に正しい。しかし,時刻ιにおけるスペクトルが

lχ「 (`,つ  12ま たは lχ声 (′,つ 12の時間微分に等

しい, とおいているところに無理があるように思われる。

2.3.Wigner分布

χ(ι)の 自己相関関数は一般的に

R,(ι l, ′2)=く χ(ι l)χ (ι2)>    (7)

で表わされる.確定的信号の場合には期待値の記号く>

を省 くことができ, さらに変数 ιl, ι2の代わりによ, τ

を用いると

R"(`:う =χ (ι tt r/2)χ (′ 一r/2)  (3)

と表すことができる。 ここでιlと ′2の時間差τを, 半

分ずつ振り分けることによつてのみ, Rμ (r, つ はτ

に関して偶関数となる。また後述のような相互相関関数

の場合に, 二つの関数χ (ι),夕 (ご)に等しくτを分配

することは, 時間差の情報を平等にR″ (ι, τ)に反映

するためにも重要である。 (8)式のτに関するフーリ

エ変換を Wigner分布と定義する。

″ЪO,D=∫
:∫

C十 ブ 2)χ ←―プ2)e~ルチ
dτ O)

(9)式の Wigner分布の定義は, 定常信号に関して成

立する相関関数とパワースペクトルとの Wiener― Khi‐

ntchineの 関係を, 非定常信号の領域まで拡大して適用

したものと考えることができる(H).

2.4.各種のιザ平面表現法の満たす性質

今までに述べた信号の各種のι―/平面における表現法

が, どのような性質を満たすかについて考える。ここで

考察する性質は以下に示す 10の性質である。なお便宜

上,実関数χ (r)の ιザ平面上における性質を表すもの

として Q(′,の を用いる。

町∫LQ“ Dd/三 レor

F

I

I

I

pι ←,つ =一 電ケIX「 ∽ 12

=Re[2χ (′)X「 (D♂り
] (5)

これは,,(ι,つ とは逆に,現時点以後の時間信号から

現時点のスペクトルが決められるとするものである.
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Wigner分布による信号の時間―周波数平面上の表現

P2・

P3・

P4・

P5・

P6・

」ｒ一̈
中̈

表 1 各種の
`―

/分布の満たす性質

つ dι=IX∽ 12

(′ 一′0)の時,Q(ι,D ttQ(ι 一
`0,つ

(ι)♂蹴る。の時,Q(`,D=Q(ι,ノー/0)

=Q° (r,つ  (Q(′ ,つ は実関数)

=0(lι l>T)の時,Q(′,つ =0
(lι l>T)

=0(げ |>の の時,Q(′,つ =0
(1/1>F)

るエネルギー分布としての必要条件と見なせば,pR(ι ,

つ の方が ″。 (ι,つ より優れているとも言える.た

だし,文献(5)で述べられているように, 表 1の 7種の

Q(ι,つ は全てCohenク ラスの分布と考えられ, そ

の中で Wigner分布が最も広がり (Smearing)の 少な

い分布であると言われている。この様な理由から,ス ペ

クトルの時間毎の変化を調べる方法として, Wigner分

布は他の分布よりも優れていると言えよう。

ここで注意すべきことは, ′ザ平面で, 現象を厳密に

記述することは不可能ということである。そのために,

Pageや Le宙 nの ように物理的に一見妥当に見えても,

矛盾が生じることになる。このことはそのような試みで

定義される全ての分布に関して共通であり,得 られる結

果を従来の概念で厳密に解釈しようとすると無理が生じ

る.

3.瞬時音響インテンシティスペク トルの

cross― Wigner分布による定義

二つの時間信号χ(ι)と ノ (′)と を取り扱う場合に

は (9)式に対応してcrOs,Wigner分布 ″〃 (ι,つ

を次のように定義できる.

喝←,D=∫
:∫
いブ2)ノ C―プ2)e~肺dτ

(101

上式は時間信号をもとに cross― Wigner分布を定義 して

いるが,χ (`)と ノ (`)の フーリエ変換であるX∽ ,

y∽ を用いて定義することもできる.

力しyCの =∫
:ノ

σ+グ 2)/σ一ク2)♂沼
,ζ

00

ここで レワ「,(ι,つ =″xy C′)であることが知られ

ている。

この cross―Wigner分布を,最近騒音計測の分野でよ

く使われている,音響インテンシティ法(10へ 応用する

ことを考える。 (10)5ミ において, χ(t),y(t)を そ

れぞれ音圧,粒子速度とおくとcross―Wigner分布は瞬

時の音響インテンシティグ (′,つ を与える。二つの近

接 したマイクロホンイ言号をpl(ι),p2(ι )と すると
,

マイクロホンの中間点における音圧p(′)と軸方向の

粒子速度
“

(′)の フーリエ変換は, それぞれ次式で近

似される.

P∽ =[Pl∽ 十P.2∽ ]/2  1131
υσ)=― [P2(つ ~Pl∽ ]ヵ 2 Лttα  O→

P7.も しX∽

し

Pa∫
:∞
ιQ(′,Ddグ∫:∞Q(ι,つ dι =を ∽

(群遅延)

P,∫if O,Dd//∫ :∞
QC,つ げ=■ O

(瞬時周波数)

Plo Q(′,つ ≧0(一∞≦ι≦+∞ ,一 ∞≦/≦ 十∞)

PI,P2は ,Q(ι,つ をχ (ι)の ′―/平面上における

エネルギーの分布と見なすために,是非とも満足される

べき性質である。P3,P4は,χ (ι)の時間または周波数

軸上の移動が,そ れぞれQ(ι,つ の時間または周波数

軸上の移動に等しい, という性質である.P6, P7は信

号χ (r)と X∽ のそれぞれの軸における広がりの範

、シ 囲内にQ(ι,つ があることを示す。P10は Q(r,つ
が常に正であるという性質であり,Q(ι,つ をι―/平

面上のエネルギー分布と見なすために望ましい性質であ

る.し かし瞬時パワーは正でも,瞬時パワースペクトル

は負になっても良いと考えるべきであろう.表 1は前述

の 5種の′―/分布の表現法とそれらの満たす性質を示し

たものである。ps(ι,つ は常に正であるが,信号のエ

ネルギーの′―/平面上の分布と見なすための基本的な性

質であるPl, PJを満たさない.ρP(`,つ と,pι (ι ,

ハ に関しては,κ (′)=0と なる時刻以外ではχ「 (τ),

χ声 (τ)が不連続になるために, 周波数軸上での広がり

が生じる (P7を満たさない)と考えられる。ρR(r,つ

と叱  (′,つ とは P:。 以外の全ての性質を満たしてい

る。前に述べたようにpR(`,Dは χ (ι)=0の 時 pR

(′,つ =0であり, これをχ (′)の ι―ノ平面上におけ

Vol.42,No,12,1988.

s pectrOgram Ps(t,f) P3~P5'P10

Wigner

PP(t,f)

Wxx(t,f)
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Wigner分布による信号の時間一周波数平面上の表現

ゝ

ここで,ρ は空気の密度, ごはマイクロホン間距離であ

る。これらを (H)式に当てはめると,

%υ

“
の一琵材∫:∞

♂r

- 1 ∫:∞
♂ζ。1ご―ν√

~響冷 {喝2Cの ~降凸にの
+2ノIm[7らら Cι)]}      0

上式の実数分は有効な瞬時音響インテンシティスペクト

ルと考えられ

」(1つ =一
っガ与π lm[%1ら Cの ]ω

上式は時間平均の音響インテンシティスペクトルをクロ

ススペクトルによって求める方法として全 く同 じ形をし

ている。 この応用例は第 5章で述べる。

4.Wigner分布の実用的計算方法

数値計算によって Wigner分布の計算を行 うために

は,離散時間上での窓を用いた定義が必要である.以下 ,

標本化,窓,解析信号の利用について順に考察する。

4.1.離散的 Wigner分布

(discrete wigneF diStribution)

最初に,連続時間関数χ (′),夕 (′)に対する cross―

Wigner分布の定義式に変数変換を行い多少変形 したも

のを示す。

‰C,″ 2)=∫
:∫

C,τ)eLJ4/rdτ  Oつ

RC,→ =2χ ←+→ ケ α―→   lo
次に,(17),(18)式 を離散時間の式に書きかえる。標

本化周波数を元 (=1/■)と して,`="■ ,τ =笏■,

2嗜iS、=Ω とおき, さらに時刻 η■ における関数 χ (ι )

の標本値をχ (2)と書 くことにすると,(17),(18)式

は次式となる。

"Ъ
(",0/2)=Σ R(η,″ )e~"°  l191

R(",物)=2χ (2+窮 )ノ (π ―解)  10
(19)式 は, 相互相関数列R(2, 窮)の,れ に関する

離散的フーリエ級数 (DFS)の形式をしている。 (19)

式と (20)式で与えられるものは離散的 Wigner分布

(discrete wigner distribution)(以 後 DWDと 略

1552

す。)と呼ばれる。ここで,角周波数ΩlにおけるDWD

の値は, DFSの 2 Ωlに おける値として求められること

に注意しなければならない。 DFSは , 周波数軸上で周

期 2π を持つため, DWDは , 周波数軸上で周期πを持

つことになる。このことは, たとえ数夕Jχ (η ),夕 (")

が,標本化定理を満足するように標本化されているとし

ても, IΩ I>π の角周波数において非零の成分を持つ

場合には,求められるDWDに折り返 し歪が生 じるこ

とを示している.したがって,DWDを 求めるために連

続信号を標本化する場合には,従来の標本化定理よりも

厳しい条件が生じる。具体的には,標本化周波数を,信

号に含まれる最高の周波数の4倍以上にとるか,逆に標

本化周波数の 1/4以下に信号を予め帯域制限しなけれ

ばならない.

この,折り返しの問題にさえ注意すれば,時間軸を離

散化しても, Wigner分布の基本的性質は不変である。

つまり, DWDに おいても, 2.4節 のPlか らPЮ ま

での性質は満足されるI

4.2.窓を用いたDWD
DWDを有限の計算量で求めるために, 窓関数を用い

た定義を導入する.

長さν-1点 の重み関数 7(m)(lzl≦ z/2-1
で非零の値を持つ.)を用いて,(19)式を次式のように

変形する。

ち0,D=メΣ[lR C,π )7い )e~肺〃

0う

(21)式 は,相互相関数列 R(π, z)に ラグπ の関

数 として重みをかけ,積和を途中で打ち切 ったものであ

る。 そこで, この重み関数 7(π)を , ラグ窓関数 と

呼ぶことにする。

ラグ窓の導入により (21)式 は,有限長数列に対する

離散的フーリエ変換 (DFT)の形となり, 高速フーリ

エ変換の計算法を用いた数値計算が可能になる。 もはや,

角周波数はν-1点の離散値 しかとり得ないので,DFT
におけ る習慣 にな らい,角 周波数 のかわ りに com―

ponent numberの たを用 いることにす る.た だ し,

DFTの場合とは異なり,[0,ノ ]の たに対 し,[0,
π]の角周波数が対応 している。

実際の計算では,(21)式のように相関数列を求めて

から窓関数をかけるのではなく,窓関数を予めかけて切

り出した時系列から相関数列を求めるほうが,後述する

解析信号化などが都合がよい。この場合は,

し

自動車技術



Wigner分布による信号の時間一周波数平面上の表現

 ヽ7(解 )=ω (笏)ω
事

(―z)    1221

となるような窓関数ω (π)を用意し,

R(π,2)=2 レ ("十 π)ω (解 ))

b(π 一解)ω (一π)ド   00
のように相関数列を求めれば,(21)式 と全く同じ結果

となる.

このように, ラグ窓を導入することで,DWDの 実用

的な計算が可能になる反面,本来の Wigner分布の持

つ性質の一部が失われる。そのため, ラグ窓を用いた

DWDは , 疑似 Wigner分布 (pseudo Wigner dis―

tribu■ on)(以後 PWDと略す.)と 呼ばれる。例えば,

有限のラグ窓を用いて計算された auto―Wigner分布を

時間方向あるいは周波数方向に加算しても, もはやその

結果がパワースペクトルや瞬時パワーに一致する (Pl,

P2)保証がない。また,有限のラグ窓を用いることで,

Wigner分布に周波数方向のひろがり (smearing)が

生 じるためi周 波数領域での Anite supportの 性質

(P7)は失われる。 しかし, フーリエ解析における時間

窓の使用 (短時間パワースペクトル等)と同様, ラグ窓

を用い,数学的厳密性をある程度犠牲にして初めて,高

い実用性が得られるのである.

なお, ラグ窓の長さはPWDに おける最も重要なパラ

メータであると言っても過言ではない.その決定法につ

いては参考文献(16)を 引用されたい。

4.3.解析信号の利用

PWDを求めるために, 連続信号を標本化するときに

は,前述したように,信号の帯域幅を標本化周波数の 1

/4以下に制限しなければならない.こ れは, 標本化周

波数の 1/4以下の遮断周波数を持つ低域通過型フィル

タを用いても実現できるが,解析信号を利用すれば,

もっと巧妙な解決が得られる。

解析信号 (analyac sgnal)と は, 時間の複素関数

として表現される複素信号であり,その実数部と虚数部

がヒルベルト変換対の関係にあるようなものである.さ

らに,解析信号のフーリエ変換は,負の周波数における

値が零となるという性質を持っている.

ある実時系列χ (2)に 対して,実数部がχ (π )そ の

もので, 虚数部がχ (η)の離散的ヒルベルト変換とな

るような複素時系列為 (")を求めることを, ここでは,

解析信号化すると表現する。χ (η)の DFTを X(々 ),

為 (")の DFTを X.(た)と すると, 両者の間には次

の関係がある。
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したがって,解析信号化することにより,時系列の持つ

周波数帯域幅は 1/2に なる。

また,正の周波数におけるDFTの値は,2倍になるだ

けで,そ のまま保存されている.も ともと,実時系列の

DFTで は,負の周波数域における値と正の周波数域に

おける値との間に共役複素数の関係があるため,正の周

波数域のみから, もとの時系列を完全に復元可能である:

つまり,正負どちらかの周波数域の情報は冗長であり,

時系列を解析信号化しても,元の時系列の情報は一切失

われないと考えられる。

ある時系列の PWDと ,解析信号化された時系列の

PWDと の関係は,DFTの場合と比べると多少複雑に

なる。まず,時系列に負の周波数の成分が含まれないた

め,正の周波数の成分と負の周波数の成分との間の干渉

項は全く生じなくなる。このため,干渉項が半減する。

次に, 時系列の帯域幅が解析信号化により 1/2に なる

ため, PWDの計算における折り返しによる重なりが生

じない.こ こで,重なりは生じないが,折り返しは生じ

ていることに注意する必要がある。なぜなら,時系列の

帯域は [0,π]であるので, そのPWDの計算結果の

周波数帯域は [0, 2π]と なるのだが,前述のように

角周波数がπのところで折り返 しが生 じるため,PWD
の計算結果の [π, 2π]の部分が [―π, 0]の部分に

現れることになる。しかし,時系列の負の周波数の成分

が零であるため, PWDの負の周波数での値も零になり,

重なりによる問題は全く生 じない.さ らに, このことを

逆に利用して, PWDの計算結果の角周波数が [一 π,

0]の部分を [π, 2π]と して解釈することにより,

[0, 2π ]の計算結果を得ることができるようになる。

このように,解析信号を用いることで,Wigner分布

の実用性がより高まると考えられるが,そ の代償として,

求められた Wigner分布に, ヒルベル ト変換に起因す

る, 時間方向のひろがり (smeanng)が生じ; 時間領

域でのinite supportの 性質 (P6)が失われることに注

意しなければならない.

5。 Wigner分布の応用例

最後に,前節まで検討を行ってきたPWDの計算法を

用いて,実際の信号の解析を行ってみた.

まず, auto―Wigner分 布を用いて, 時間とともに周

波数が増加するチャープ信号を解析した結果を図 1に示
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Wigner分布による信号の時間一周波数平面上の表現
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0          時間IIh(ポ イント)    1023
図 l Wigner分布によるチャープ信号の解析結果

0        時‖】軸 (ポ イント)      10Z:

図 2 spectrogramに よるチャープ信号の解析結果

スピーカ

)

図 4 瞬時音響インテンシティの実験結果のベクトル表示

0            時間軸〔ms〕        80

図 5 Wigner分布によるガラ音の解析結果

を知ることが可能かどうか調べることである.

放射 した信号は,10 kHzの正弦波 4波によるバース

ト信号で,オ ーディオ用 トゥイータから放射された。プ
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マ
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図3 瞬時音響インテンシティの実験における反射板の配置

す.spectrOttramの場合は, 図 2の ように, ひろがり

が大きくなって しまうが, Wigner分 布では, ひろがり

が少ない,つ まり分解能が高い結果を得ることができる。

次に, cross― Wigner分布を用いた瞬時音響インテン

シティスペクトルの計算例を示す.図 3の ように,床 ,

壁:天丼に相当する3枚の反射板に囲まれた空間に,音

源からパース ト信号を放射 し,測定点の上下左右の近傍

4点における音圧を測定 して,Fbl時音響インテンシティ

スペクトルの垂直成分,水平成分を求めた。実験の目的

は, Wigner分布の高い時間一周波数分解能によって,

さまざまな径路を伝播 してくる反射音の強さと到来方向
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